7.5.1 Stfedova a obecna rovnice kruznice

Predpoklady: kruznice, 2505, 7103, 7304

Pedagogicka poznadmkaPro tuto hodinu (a mnoho dalSich hodin v kapitole
kuZeloseékach) je rozhodujici, aby studenti &irdobre dophovat nattverec. Je
dobré jim dat na koncitpdchozi hodiny jeden dvdiklady a v gipad, Ze jim
budou @lat problémy, probrat je§jednou hodinu 2505.

Dosud jsme v analytice pitali pouze s imymi ¢arami. Samazjme existuje i spousta
Gtvar, které nejsou sloZzeny pouzeiirpychcar.

Caram, které nejde rozlozit n&imé Useky seka kiivky. Mezi nejsnaze popsatelnévky
pati kuzelos€ky — kiivky, které vzniknou, kdyz rovina &e kuzelovou plochu (samo se
vyswétlujici termin).

PF. 1: SepiS vSechny kuzelodey, které znas. Naitni polohu, ve které $ea rovina sée
kuzelovou plochu, aby vznikla dana kuzeltdse

Kruznice Elipsa (,rozSlapnuta kruznice®, ,oval®)

Sena rovina je kolmé k ose kuzelové plochgena rovina neni kolma na osu, ale svira s ni
vétSi uhel nez strana kuzelové plochy.
Parabola (graf kvadratické funkce) Hyperbola (graf linearni lomené funkce)
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Se&na rovina je rovno¥¥na se stranou



kuZelové plochy Sma rovina svird s osou kuzelové plochy
mensSi Uhel nez strana.

Postupg vSechny kuzelos&y prozkoumame. Zseme od nejjednodussi — kruznice.

Rovnice gimky ax+by+c =0 - podminka, kterou spliji body na pimce a nesplji body
mimo ni.

Hleddme rovnici kruznice - podminku, kterourspl body na kruznici a nesplji ji Zzadné
jiné body v rovig.

Slovre podminku zname z planimetrie: kruZnice je mno¥#ech bod roviny, které maji od
daného bodu (&du kruznice) stejnou kladnou vzdalenost (paoknuznice)

= zkusime zapsat podminku jako rovnici a ziskanaioevbude rovnici kruznice.

Pr. 2:  Najdi rovnici kruznice se dem S[2;3] a polongrem r = 2. Body kruznice zapis
jako X[x;y]. Priklade$ dvakrat do dvou sloujscv levém sloupci pro zadané
hodnoty, v pravé obeémro S[m;n| ar.

Body kruznice jsou od bod8[2;3] vzdaleny Body kruznice jsou od bod8[m;n]

0 2 = zapiSeme jejich vzdalenost pomoci vzdaleny o = zapiSeme jejich vzdalenost
vzorce pro vzdalenost dvou hiod pomoci vzorce pro vzdalenost dvou bod

XS =2 XS =r

Jx=s)+(y-5 ) =2 Jx=s)+(y-5 ) =r

\/(x—z)z +(y—3)2 =2 F To uZje rovnice \/(x—m)z +(y—n)2 =r /?

hledané kruznice. Odmocnina neni hezka

rovnici umocnime.

(x-2)°+(y-3)°=4 (x-=m)®+(y-n)*=r? - Rovnice kruznice
ve stedovém tvaru(ihned mizem utit stred
a polongr kruznice).

Kruznici k(S;r), kde S[m; n] je mozné zapsat verstiovém tvaru rovnici

2

(x=m)*+(y-n)*=r2.

H PF. 3: Najdi stedovy tvar rovnice kruznic&(S;r), pokud plati:
‘ a) S[4,-1. r=1 b) S[-1-2], r=-2 c) S[-10], r=0,5

a) S[4-1],r=1> (x—4)2+(y—[—]])2:12
(x-a) +(y+1)'=1



b) S[-1-2], r =-2 = Rovnici nejde sestavit, kruznice n&he mit zaporny polosn.

¢) S[-10], r=0,5= (x-[-1) +(y-0°=0,8
(x+1)2+y2:0,25

PF. 4: Urgi stred a polondr kruznicek(S;r), pokud je dana &tdovou rovnici:
a) (x-2)"+(y+3)°=9 b) (x+1)° +(y-4)* = -2
) ¢4y = ) (x+2)'~(y-1)' = 4

a) (x-2)*+(y+3)°=9= g[2-3,r=19=3
b) (x+1)* +(y-4)>=-2 = Nejde o rovnici kruznice, protoz¢—2 nemize byt polongr.
c) X +y?=+3 = 5[0;0, r =JJ3=43

d) (x+2)2 —(y—1)2 = 4 = Nejde o rovnici kruznice mezi zavorkami neni plus.

Rovnici kruznice(x - m)2 +(y- n)2 =r? jsme nazyvali $edova= existuje jedt jiny druh
rovnice kruznice. Ziskame ho, kdyZ umocnime zavorky

(x-2) +(y-397 =4

X° —4x+4+y*—6y+ 9= 4

x> —4x+y*—6y+9=0

x* +y? —4x—-6y+ 9= 0 - obecna rovnice kruznice

H PF. 5:  Najdi obecnou rovnici kruznice, které je dan@dbvou rovnici
(x=m)"+(y-n)"=r.

Jenom umocnime zavorky ve tvea-m)” +(y-n)’ =r?:
X —2mx+m?+y2-2ny+n?-r2=0

X2 +y?=2mx—2ny+m’+n’-r?=0

p

X4y -2mx-2ny+p=0

. > - 7 ™ - 2 2 s 7 o
Je-li kruznice danaigdovou rovnici{x—m)~ +(y-n)” =r?, nazyvdme rovnici
X +y*=2mx-2ny+ p = 0, kde p=m*+n’-r? obecnou rovnicitéto kruznice.
Jaké ma obecna rovnice vyhody?  Nejsou tam zavorky.

Nevyhody? Neni z ni poznat, o jakou kruZznici jeée.Je to vlasté vyhoda, da se na to
vymyslet spoustaifkladi.



PF. 6: Najdi sted a polonar kruznice dané obecnou rovnigf + y? + 4x—8y - 5= Q.

- Stred a polonar dokazeme uit ze stedove rovnice= musime obecnou rovnicigeklat na
- sttedovou= musime sestavit zavorky (vyrobit vzoréé + 2AB + B?):
' A’ +2AB + B? A’-2AB+B?

i 2 2 _ _E— 2 _ 2_ _ _
ix+y+4x 8y—-5=x’+ X+ Z- Z+y*- 04 4- 4- 5

| 0 0
C(x+2)'-4+(y-4°-16- 5=(x+ 3’ +(y- - 25 0

(x+2)*+(y-4)° = 25 = Kruznice mé& ged v bod S[-2;4] a polongr r =+/25=5,
Pr. 7. Ur¢i stredy a polonary kruznic, které jsou dany nasledujicimi rovnicemi

a) X*+y*—2x+6y+6=0 b) X*+y*—4x-4=0
c) X’ +y?—4x—-6y+ 20= 0 d) x¥*+y*-3x—-4y=0

e) x° —%x+ y?-8y+13=0

L a) X’ +y?-2x+6y+6=0

X+ y?—2x+ By + 6= X2 - X+ Y2+ By + 6=

X =2xA+TP-F+y*+ 03+ 3- 3+ &

(k1) +(y+ =42 0

(x-1)°+(y+3)" = 4= Kruznice ma sed v bod¢ S[1;,-3 a polongr r =4 =2.

Eb) X2 +y?—4x-4=0

XY —AX— A= X A+ Y- 4= X2 - X0 P Fryi- &
(x-2)°+y*-8=0

(x-2)*+y? =8= Kruznice ma sed v bo¢ S[2;0] a polongr r =+/8 = 2/2.
c) X +y?—-4x—-6y+ 20= 0

X+ y?—4Ax-6y+20=x*- X022 Z2- Z+y*- 303 3- 3+ 26

(x=2f +(y-3+7=0

(x—2)2 +(y—3)2 =-7 = Nejde o rovnici kruznice, druha mocnina potsmneniize byt
- zaporna.

(d) X’ +y*-3x-4y=0

| 2 2
x2+y2—3x—4y=x2—2xﬁ2+(§j —(—?’j +y’ - 2y+ 2- 2=

2 2
5 3\’ , 25

i _ -2 —=0

| (X 2) Hy-2) 4



| 2

: x=2 +(y—2)2=§:> KruZnice ma sed v bod S §;2 a polongr r = E’:E
2 4 2 Va2
e) xz—%x+y2—8y+13= Q

E 2 2

x2—1x+y2—8y+13: xz—Z(Gl+(—lj —(—1) +y? - 04 4- 4+ 1F

; 2 4 \ 4 4

1Y 2 1 1Y 2 49

A x=2] +(y-4P-=-3=| x-=| +(y-4’-==

| ( 4) ST ( 4) =9

! 2

i x—1 +(y—4)2:4—9:> Kruznice ma sed v bod S 1;4 a polongr r = 4—9:—7.
4 16 4 V16 ~ 4

Pedagogickéd poznamkaPokud hodina probiha norméjrvétSina tidy bude koxit
s predchozim gikladem, Ti nejrychlejSi stihnou nasledujici. Sgtkbm #idy si
jehoteSeni kontrolujeme na&ku (Fisti hodiny.

Pr. 8: Rozhodni o pravdivosti nasledujicicltv
a) Kazdou kruznici je mozné zapsat pomoci obecwéice kruznice.

b) Kazda rovnice tvarx® + y> —2mx— 2ny + p = 0 (v3echny koeficienty jsou realna
¢isla) je obecnou rovnici kruznice.

1 a) Kazdou kruznici je mozné zapsat pomoci obecwéice kruznice.

- Véta je pravdiva. Kazdou kruZniciiheme zapsat pomocistiove rovnice. # prevadni ze

' stredové rovnice na obecnou jsme pouze ufoeali a €itali. Tyto Upravy je mozZné provést

. pro vSechna reélndisla = Vzdy se nam podapievést stedovou rovnici na obecnou a tedy
- zapsat libovolnou kruznici pomoci obecné rovnice.

' b) KaZda rovnice tvarx® + y> —2mx— 2ny + p = 0 (v8echny koeficienty jsou redliésla) je

" obecnou rovnici kruZnice.

Véta ugité neplati. V pedchozim gikladu rovnicex® + y* —4x - 6y + 20= 0 neSla pevést na
- sttedovou rovnici kruZnice, na pravé sttarySlo zapornéislo = Rovnice

- x?+y*-2mx-2ny + p = 0 je rovnici kruZnice pouze ipac, Ze po provedeni Gprav

- ziskdme na pravé strakladnécislo, které je mozné interpretovat jako druhou nirmen

. polomeru kruZznice.

Pr. 9: (BONUS): Najdi podminku, kterou musi gplat parametryn, n, p, aby rovnice
x* +y*—2mx— 2ny + p = 0 byla obecnou rovnici kruznice.

. Provedeme Upravy a zkontrolujeme znameénko na [ataaxk.
Xty -2mx-2ny+p=0

X =2mX+mP -mP+y?-2ny+n®-n’+p=0
(x-m)*+(y-n)’-m?-n?+p=0

oo ly-n <r i



. = musi platitm? +n?- p >0.

Dodatek: Pokud mame rovnick® + y* - 2mx— 2ny + p = 0 upravenou do tvaru
(x-=m)*+(y-n)*=m? +n?- p, prava strana rovnice ma vyznam vzdalenosti

|XS| a mohou tedy nastat thoznosti:
1. m’+n”*-p>0 = Jde o rovnici kruznice setstlemS[m;n] a polongrem

r={ym+n°-p.
2. M’ +n*~p=0 = Plati|X§ =0 = rovnici sptiuje jediny bodS[m;n|
3. M +n’-p<0 = Plati|XS/<0 = rovnici nespiuje Zadny bod v rovin

Pr. 10: Petakova:
strana 128/cvieni 74 b) d) e) f)

Shrnuti:  Stredova rovnice kruznicéx-m)’ +(y-n)”=r? vyjadiuje podminku konstantnf
vzdalenosti botl kruZnice od jejiho gedu.



